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1. Aproximacion intuitiva a la distribucion normal

Posiblemente ya estamos familiarizados con la denominada distribucién normal (o curva normal):
la distribucion simétrica y de forma acampanada que nos indica que la mayoria de los sujetos (u objetos)
de una poblacion determinada no se aparta mucho de la media: en la medida en que los sujetos se van
apartando mas de la media (porque se pasan o porque no llegan) van siendo menos y menos.

Si representamos esta distribucion mediante un histograma simplificado, tendriamos algo parecido
a lo que vemos en la figura 1.
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Figura 1

Lo primero que debemos captar es que la distribucion normal nos remite a nuestra propia
experiencia. Si nos fijamos en la estatura de la gente que nos encontramos por la calle, vemos que la
mayoria de la gente es de estatura normal, y aqui llamamos normal a lo mas frecuente; de hecho si vemos
a alguien que se aparta mucho de la media (de lo habitual) no pasa desapercibido y nos llama la atencion.
En la experiencia de cada dia, normal y frecuente, aplicado a cualquier rasgo, son expresiones casi
sindénimas. Cuando decimos que alguien es muy abierto y sociable, lo que queremos decir es que es mas
abierto y sociable de lo que es normal, de lo que solemos encontrar habitualmente, de la misma manera
gue decimos que una persona es muy callada cuando habla mucho menos que la mayoria de la gente.

Casi sin darnos cuenta estamos haciendo juicios relativos a lo que es normal encontrar en la
generalidad de las personas: el mucho y el poco, o el muy, sobre todo aplicados a las caracteristicas de las
personas, dependen de lo que es més frecuente encontrar en nuestro medio. Si el muy abunda mucho, deja
de ser muy para pasar a ser normal o frecuente y ya no merece el muy que solemos reservar para lo
excepcional que viene a ser lo raro o infrecuente.

Estos juicios, y esta distribucién normal, son relativos a cada poblacion: un pigmeo de una estatura
normal, cercana a la media de su poblacion y muy frecuente en su propio grupo, pasa a ser muy bajito y
excepcional si lo incluimos en una poblacion de escandinavos: se aparta mucho de la media de esa
poblacion y sera muy dificil encontrar un escandinavo con esa estatura. Sin embargo ese pigmeo tiene una
estatura normal, que no se aparta mucho de la estatura media de su grupo. En ambos grupos,
escandinavos y pigmeos, encontraremos una distribucion normal en estatura, aunque las medias de los
dos grupos sean muy distintas.

Esta consideracion (la normalidad es relativa a cada poblacion) nos llevard més adelante a una
serie de aplicaciones relevantes en la investigacion psicoldgica y educacional, no solamente para poder
valorar si un resultado o dato individual es atipico (si se aparta mucho de lo normal o esperado), sino, por
ejemplo, para determinar si unos sujetos que han pasado por una determinada experiencia pueden
considerarse normales en la poblacién de los que no han pasado esa experiencia (en ese caso es posible
que esa experiencia haya sido inatil).



La distribucion normal que representamos mediante la curva normal, es un modelo matematico
tedrico al que de hecho tienden a aproximarse las distribuciones que encontramos en la practica:
estadisticas biologicas, datos antropométricos, sociales y economicos, mediciones psicologicas vy
educacionales, errores de observacion, etc.; es un modelo muy util por su relacion con el céalculo de
probabilidades que nos va a permitir hacer inferencias y predicciones.

2. Caracteristicas y propiedades de la distribucién normal

El hecho de que las magnitudes segun se van apartando de la media (en cualquiera de las dos
direcciones) van siendo mucho menos frecuentes lo expresamos graficamente mediante la curva normal,
que es la representacion grafica de una funcion matematica que nos indica la probabilidad de encontrar
(de que se dé por azar, por factores aleatorios) cualquier magnitud (o0 puntuacion) si conocemos en
cuantas desviaciones tipicas se aparta de la media de su distribucion. La diferencia con respecto a la
media, medida en desviaciones tipicas, es lo que llamamos una puntuacién tipica (z = X- X/oc): a cada
puntuacion tipica le corresponde una probabilidad de ocurrencia y esta relacion entre diferencia con
respecto a la media y probabilidad nos va a ser de la méaxima utilidad; ampliamos la explicacién en el
apartado siguiente.

La distribucion normal es simétrica, unimodal, de forma acampanada (figura 2); su altura méaxima
(que indica el mayor nimero de sujetos) se encuentra en la media, que coincide con la moda y la mediana
(la ordenada méaxima (Y) corresponde a una abscisa (X) igual a la media).
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Figura 2

Es continua, valida para cualquier valor de X (una puntuacién, una magnitud, eje horizontal de las
abscisas). En la figura 2 estan sefialados los puntos que corresponden a la media (0) y a tres desviaciones
tipicas por encima y por debajo de la media.

Es asintdtica, es decir, los extremos de la curva se extienden indefinidamente en ambas
direcciones; la curva no toca el eje (horizontal) de las abcisas (siempre cabe la posibilidad de una
magnitud muy extrema)®.

En la practica se considera que todos los casos estan comprendidos entre -3 y +3 desviaciones
tipicas; las probabilidades de que un valor exceda estos limites son del .0026% (2.6 por mil); la amplitud
de la distribucion es por lo tanto de unas 6 desviaciones tipicas (a efectos practicos, aunque esto no es
exacto y depende del nimero de sujetos).

! Asintética viene del griego asimptotos, (aovuntetos) que quiere decir que no coincide, que no toca.



Los puntos de inflexion de la curva (puntos A y B en la figura 2) estan a una desviacion tipica de la
media.

Atendiendo al grado de apuntamiento o curtosis que presenta, decimos de la curva normal que es
mesocurtica. Para determinar la curtosis de cualquier otra distribucién la comparamos con este modelo
(figura 3), y asi calificamos a las distribuciones mas apuntadas que la normal leptocurticas y a las menos
apuntadas platicdrticas®.
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Figura 3
3. Proporciones y probabilidades en la distribucién normal

Ya hemos indicado que si conocemos en cuantas desviaciones tipicas se aparta un sujeto (0 una
observacion cualquiera) de la media, podemos conocer la probabilidad que tiene de ocurrir. La
proporcién (o porcentaje si multiplicamos por 100) de casos esperados entre dos puntuaciones tipicas
determinadas (o por encima o por debajo de cualquier puntuacion tipica) es siempre el mismo. Vemos en
la figura 4 que, por ejemplo, entre la media (z = 0) y una desviacién tipica (z = + 6 - 1) se encuentra el
34.13% de los casos, o, dicho de otra manera, la probabilidad de que una observacién se encuentre entre
la media y una desviacién tipica es de .34
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Figura 4

La distribucion normal nos permite conocer la probabilidad de que se dé una determinada magnitud
expresada en puntuaciones tipicas. Si nos fijamos en la figura 4, vemos que la probabilidad de que se dé
una puntuacion superior az = 2 es el 2.15% (y otro 2.15% de probabilidades de que se dé una puntuacion
inferior a z = -2); la probabilidad de encontrar una puntuacion superior a z = 1 es del 15.74% (13.59 +
2.15), etc.

2 Curtosis (kvptwoio) significa en griego curvatura; los prefijos griegos leptos, mesos y platys significan respectivamente
delgado, medio y ancho.



Estas probabilidades las tenemos en las tablas de la distribucion normal, donde podemos ver la
proporcion de casos que caen por encima o por debajo de cualquier puntuacion tipica (o, lo que es lo
mismo, la probabilidad de obtener una puntuacién cualquiera por encima o por debajo de cualquier
puntuacion tipica o entre dos puntuaciones tipicas).

Antes de acercarnos a las tablas y aprender a manejarlas es til observar las figuras 5y 6. Los
porcentajes puestos en estas figuras son sélo aproximados (eliminando decimales); para muchos usos
estas aproximaciones son un dato suficiente; en cualquier caso estas figuras nos ayudan en un primer
momento a comprender la utilidad de la distribucion normal y a utilizar las tablas en las que
encontraremos los valores exactos.
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Figura 5
Porcentajes aproximados comprendidos entre diversos limites de la curva normal

En la figura 5 tenemos:

a) La base (el eje de las abscisas, X) la hemos dividido en segmentos que comprenden media
desviacion tipica (.5c). El punto central corresponde a la media y tiene obviamente un valor de cero (no
se aparta de la media, coincide con la media, z = 0).

b) Vemos una serie de filas divididas en segmentos con distintos criterios, pero utilizando la
desviacion tipica como unidad; y en cada segmento encontramos el porcentaje (aproximado) de casos que
podemos esperar.

Por ejemplo, si nos fijamos en algunas de estas filas:

En la primera fila (comenzando por debajo) vemos que entre la media y media desviacion tipica
(entre 0 y +.50; la tabla es simétrica) cae aproximadamente un 20% de los casos, entre 1o y 1.5 tenemos
el 9 % de los casos, y por encima o por debajo de 2o el 2% de los casos (también podemos decir que la
probabilidad de obtener una puntuacién tipica superior a 2 es el de 2%, etc.).

En la segunda fila entre -.5¢ y +.5¢ tenemos el 38% de los casos, por encima o por debajo de 1.5¢
cae el 7 % de los casos.

En la tercera fila tenemos las mismas proporciones (redondeadas) ya vistas en la figura 4 pues los
segmentos son de 1o



En la quinta fila vemos otro criterio para dividir la distribucion: entre -.25¢ y +.25c (en el centro
de la distribucion) tenemos el 20% de los casos, entre .+25c y +.75¢ (lo mismo que entre -.25c y -.756)
tenemos el 17% de los casos; etc. Cada segmento comprende .5c (menos los dos extremos) y tenemos en
total nueve agrupaciones; si numeramos estas agrupaciones de 1 (comenzando por la derecha) a 9, en su
momento veremos que se trata de los estaninos o0 eneatipos, unas puntuaciones muy utilizadas.

En la sexta fila (o cuarta por arriba) vemos que por debajo de 2c tenemos el 2% de los casos, y por
encima el 98% de los casos, etc.

Esta figura 5 no es de gran utilidad practica, pero nos ayuda a entender la distribucién normal y las
tablas correspondientes que encontraremos en los textos.
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Figura 6

Porcentajes aproximados comprendidos entre diversos limites de la curva normal

La figura 6 es analoga a la figura 5 aunque esta hecha con otros criterios; si nos fijamos con un
poco de atencién podemos ver:

e EI 70% central de los casos cae entre + 1.04c; y las probabilidades de obtener unas
puntuaciones mayores que +1.04c 6 —1.04c son del 15%

e EI 90% central de los casos caen entre + 1.65c; y las probabilidades de obtener unas
puntuaciones mayores que +1.65¢ 0 —1.65c son del 5%; naturalmente las probabilidades
de encontrar una puntuacion que supere 1.65c independientemente del signo son del 10%
(un 5% en cada extremo de la distribucion).

e EI 95% central de los casos caen entre + 1.96c (1.957 con mas exactitud); y las
probabilidades de obtener unas puntuaciones mayores que +1.96c 0 —1.96c son del 2.5%;

y las probabilidades de encontrar una puntuacion que supere 1.96c independientemente del
signo son del 5% (un 2.5% en cada extremo de la distribucién).

o EI99% de los casos los tenemos entre +2.57c y solamente un 1% de los casos supera este
valor (.5% en cada extremo de la distribucion).



De todos estos valores hay dos que encontraremos con frecuencia en el estudio de los analisis
estadisticos; son 1.96 y 2.57; la probabilidad de encontrar valores superiores (independientemente del
signo) son respectivamente el 5% y el 1%, que son probabilidades aceptadas como limite convencional de
lo probable.

4. Como dibujar la curva normal

La altura (Y, y que representa la frecuencia o nimero de casos) en cualquier curva normal y en
cualquiera de sus puntos (los valores de X, que representan la magnitud) guarda siempre una determinada
proporcién con la altura maxima (que corresponde a la media). Esos puntos estan determinados en
puntuaciones tipicas (z): conocida una z, sabemos qué altura tiene la curva en ese punto con respecto a la
altura maxima (o mayor frecuencia) que corresponde a de la media (z = 0).

En la figura 7 se dan las alturas de algunos puntos concretos; son unos puntos de referencia
suficientes para dibujar la curva. Si por ejemplo la altura maxima es de 8 cm (la altura absoluta se escoge
arbitrariamente), la altura correspondiente a +1 y -1 desviaciones tipicas (los puntos de inflexién) seré el
60.7% de 8cm, que es igual a 4.85 cm ([8/100]x 60.7).
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Figura 7

5. Cémo utilizar las tablas de la distribucién normal

Las tablas de la distribucidn se pueden presentar de maneras distintas y hay que examinarlas, pero
la informacion es siempre la misma. Lo que habitualmente interesa conocer es la probabilidad de obtener
una puntuacion mayor o menor que una determinada puntuacion tipica.

Recordamos que una puntuacion tipica indica la distancia o diferencia de una puntuacion (u
observacion) con respecto a la media expresada en desviaciones tipicas. La media corresponde siempre a
z = 0; las puntuaciones tipicas superiores a la media tienen el signo mas y las puntuaciones tipicas
inferiores a la media tienen el signo menos.

Como se utilizan las tablas de la distribucién normal lo veremos con unos ejemplos.

5.1. Puntuaciones tipicas positivas (superiores a la media)
Por ejemplo z = +1.64

1. Lo primero que tenemos que hacer es imaginar o dibujar una curva normal (figura 8) en la que la
media (z = 0) divide la distribucién en dos areas de idéntico tamafio; por encima de la media cae
el 50% de los casos y por debajo tenemos el otro 50% de los casos.



z=0

Figura 8

2. Como z = +1.64 es superior a la media, trazamos una linea por dénde méas o menos cae z = +1.64,
lo que importa es dibujarla a la derecha de la media (figura 9) que es donde estan todos los

valores positivos (figura 2).

area mayor area menor

z=+1.64

Figura 9

Observamos que el area total de la distribucion queda dividida en dos partes, area mayor y area
menor. Al menos estas areas mayor y menor suelen figurar en todas las tablas.

Vamos a las tablas para ver los valores que corresponden a z = 1.64:

Puntuacién tipica Area de la Area de la
parte mayor parte menor
1.64 .9495 .0505

Como se interpreta:

Area de la parte mayor.

a) La proporcién de casos que caen por debajo de + 1.64 es de .9495 o (multiplicando por 100) el
94.95 % de los casos tienen una puntuacion inferior az = + 1.64.

b) Si redondeamos los decimales tenemos que una puntuacion de z = + 1.64 supera al 95 % de los
casos 0, lo que es lo mismo, que en la distribucion normal una puntuacion tipica de +1.64
corresponde al Percentil 95.
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Area de la parte menor.

a) La proporcion de casos que caen por encima de + 1.64 es de .0505 o (multiplicando por 100 y
redondeando) el 5 % de los casos tienen una puntuacion superior a z = + 1.64.

b) La probabilidad de obtener una puntuacion tipica superior a + 1.64 es de .05 (s6lo el 5 % de los
casos superan a z = + 1.64), o, lo que es lo mismo, en la distribucién normal una puntuacion
tipica de -1.64 corresponde al Percentil 5.

5.2. Puntuaciones tipicas negativas (inferiores a la media)
Por ejemplo z = -1.64 (figura 10).

Como z = -1.64 es inferior a la media (= 0), trazamos una linea por donde mas 0 menos cae z = -
1.64, lo que importa ahora es dibujarla a la izquierda de la media (z = 0) que es donde estan todos los
valores negativos, como ya hemos visto en la figura 4.

area menor area mayor

z=-1.64
Figura 10

Ahora las areas mayor y menor estan invertidas (la curva es simétrica). Como en las tablas las
puntuaciones tipicas estan sin signo mas o menos, los valores son los mismos.

Puntuacion tipica Area de la Area de la
parte mayor parte menor
1.64 .9495 .0505

Lo que va a variar cuando la puntuacion tipica es negativa (inferior a la media) es la interpretacion
de las &reas mayor y menor.
Area de la parte mayor

El 95 % de los casos caen por encima de z = -1.64, o la probabilidad de obtener una puntuacion
superior a —1.64 es de .95 (o del 95 %).

Area de la parte menor.
a) La probabilidad de obtener una puntuacion tipica inferior a —1.64 es de .05 (o del 5 %)

b) Una puntuacién tipica igual a —1.64 supera al 5 % de los casos, 0, lo que es lo mismo, en la
distribucién normal una puntuacidn tipica de z = -1.64 equivale al Percentil 5.

Las interpretaciones mas Utiles y frecuentes son las que estan puestas en cursiva:

1. Probabilidad de obtener una puntuacion tipica superior si es positiva o inferior si es
negativa. En ambos casos nos fijamos en el area menor.
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2. Percentil equivalente a cualquier puntuacion tipica, o tanto por ciento de casos que caen
por debajo porque son superados por esa puntuacion tipica:

ercentil
Si la puntuacion tipica es positiva area mayor
Si la puntuacion tipica es negativa area menor

5.3. Puntuaciones tipicas positivas o negativas (en términos absolutos)

Con frecuencia nos interesa conocer las probabilidades de obtener una puntuacion mayor en
términos absolutos (superiores con signo mas e inferiores con signo menos).

En estos casos multiplicamos por dos el area menor, porque nos fijamos en los dos extremos de la
distribucién (figura 11).

5% de los casos 5% de los casos

z=-164 z=+164

Figura 11

La probabilidad de obtener una puntuacién superior a 1.64 en términos absolutos es de .10 o del 10
%; un 5 % por encima de +1.64 y otro 5 % por debajo de —1.64

Un caso de especial interés en estadistica inferencial es el de la tabla 12, que corresponde a z = 1.96

-1.96 ¢ 0 +1.96 G

figura 12

La probabilidad de encontrar una puntuacién superior a 1.96 (positiva 0 negativa, en términos
absolutos) es del 5% (2.5% + 2.5%). El apartarse en 1.96 desviaciones tipicas de la media
(independientemente del signo) se considera ya muy inusual, muy poco probable; en muchos

planteamientos de investigacion los resultados convencionalmente normales (el 95%) se sitdan entre —
1.96 y +1.96.
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6. La distribucion normal en Internet

En Internet existen varios programas sencillos en los que dada una puntuacion tipica nos dan las
probabilidades exactas de obtener una puntuacion tipica:

a) inferior (percentil)

b) superior,

c) entre dos puntuaciones tipicas (la misma con distinto signo).

d) superior en términos absolutos (fijandonos en las dos areas menores, como en las figura 11 y
12)

Un direccion muy cdémoda es la de Surfstat.australia: an online text in introductory Statistics
http://www.anu.edu.au/nceph/surfstat/surfstat-home/, buscamos en el menud Tables y escogemos Standard
Normal (hay otras opciones),, que presenta graficamente las diversas opciones (figura 13)°.

a b c d
n z u] z -z ] z -z i z
e = e e
z value probability
’7

Figura 13

Basta sefialar la opcion deseada en las representaciones de la distribucién normal e introducir el
valor de la puntuacion tipica (z value). En probability tendremos la probabilidad de que se dé una
puntuacion en el area sombreada (o tanto por ciento si multiplicamos por 100).

Las dos opciones mas frecuentes las vemos en la figura 14

Probabilidad de obtener una puntuacién inferior (cualquiera
gue sea el signo). Si multiplicamos por 100 y eliminamos los
decimales tenemos el percentil que corresponde a una
puntuacién tipica en la distribucion normal.

1} =
Probabilidad de obtener una puntuacion superior
f\ independientemente del signo. Se utiliza habitualmente en
estadistica inferencial para determinar si es muy improbable
— gue un resultado sea casual.

Figura 14

® Unas tablas convencionales con las areas mayor y menor (proporcion de casos por encima y por debajo de cualquier
puntuacion tipica) las tenemos en Gene V. Glass, Intro to Quant Methods, http://glass.ed.asu.edu/stats/ en lesson three (Normal
Distribution & Standard Scores).
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7. Breve nota histoérica*

La distribucion normal ha sido descubierta y estudiada por diferentes personas de manera
independiente, y no siempre se le ha atribuido a la misma persona. En lo que podriamos llamar historia de
la distribucién normal podemos destacar estos nombres.

1. Abraham De Moivre (tltimo tercio del siglo XVI1 y primera mitad del XVI1II) es el primer autor
en publicar una explicacion de la distribucion normal (en 1733) tal como la entendemos ahora’. El
objetivo y el contexto son los juegos de azar (probabilidades de ganar...), aunque la preocupacién de De
Moivre era més teoldgica (el aparente desorden del Universo es consistente con un plan inteligente; el
caos es aparente porque tiene sus normas, etc.).

2. El marqués de Laplace y Carlos Federico Gauss (matematicos y astronomos; ambos entre los
siglos XVII1 'y primera mitad del XIX; Gauss fue un prodigio de las mateméticas) también estudiaron y
desarrollaron la distribucion normal (también denominada campana de Gauss), sobre todo, aplicada a la
observacion astronémica. Gauss denomind a esta distribucion distribucion de errores (en sus
observaciones sobre la 6rbita de los asteroides); de Gauss es también el concepto de error tipico de la
media.

3. Quetelet (astrénomo belga) y Galton (ambos ya en el siglo XIX) son los primeros en descubrir y
estudiar las aplicaciones de la distribucion normal a las medidas de antropometria (altura, etc.) y a los
fendmenos sociales, y de ahi se pas6 a otro tipo de medidas (como de inteligencia y a otras ya en el
campo de la psicologia, educacién, etc.).

4. Finalmente a Karl Pearson (1857-1936) le debemos el término de curva normal.

4 Sobre la historia de la Distribucion Normal puede verse David Lane, History of Normal Distribution
http://cnx.rice.edu/content/m11164/latest/
® De Moivre deriva la distribucién normal como una expansién de la distribucién binomial.




